= Reportes Cientificos
— de la FACEN

ARTICULO ORIGINAL

Reportes cientificos de la FACEN, Enero - Junio 2023, 14(1):91-97

http://doi.org/10.18004 /rcfacen.2023.14.1.91

Resolviendo la ecuacion del movimiento arménico amortiguado mediante algunos métodos

Salustiano Vega'*®, Jorge Jara>®, Osvaldo Vega*®, Gustavo Gonzalez*

numéricos
Solving the equation of dampening harmonic motion using some numerical methods

& Crispin Vargas®>

"Universidad Nacional de Asuncion, Facultad Politécnica, Departamento de Ciencias Basicas, San Lorenzo, Paraguay.
*Universidad Nacional de Asuncién, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Departamento de Fisica, San Lorenzo, Paraguay.
* Universidad Nacional de Asuncion, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Departamento de Matematica, San Lorenzo, Paraguay.

*Autor correspondiente: svega@pol.una.py.

Resumen: El modelo del movimiento armdnico amortiguado es uno de los temas abordados en el area de la
matematica y de fisica, su representacion mediante ecuaciones diferenciales es el motivo principal de su estudio.
Usualmente se analiza el caso mas simple para obtener una solucion analitica real, en el que las técnicas usuales
de resolucion impartidas para describir el movimiento armoénico amortiguado consideran pequefias intensidades
de amortiguamiento. Sin embargo, el andlisis mediante ciertos métodos numéricos que resuelven de manera
aproximada ecuaciones diferenciales ordinarias permitira resolver numéricamente este modelo y proporcionar
diferentes técnicas de resolucion. En este trabajo se resolveran numéricamente la ecuacion diferencial que describe
el movimiento arménico amortiguado. Se propondran algunas condiciones iniciales a la ecuacion diferencial y se
implementaran las funciones ODE23, ODE45 y ODE 113 de Matlab y algunos algoritmos numéricos clasicos,
tales como los métodos, de Euler Back de primer orden, de Runge Kutta de segundo orden, de Adams Moulton
de tercer orden y de Runge Kutta de cuarto orden. Se realizara finalmente, una comparacion de los algoritmos
numéricos y de las funciones de Matlab implementadas con la solucion analitica exacta de la ecuacion diferencial,
asi como con la solucion exacta para la velocidad vertical de la masa.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, Métodos numéricos, Algoritmo.

Abstract: The model of damped harmonic motion is one of the topics addressed in the area of mathematics and
physics, its representation through differential equations is the main reason for its study. The simplest case is
usually analyzed to obtain a real analytical solution, in which the usual resolution techniques taught to describe
damped harmonic motion consider small damping intensities. However, analysis using certain numerical methods
that approximate ordinary differential equations will allow us to solve this model numerically and provide differ-
ent resolution techniques. In this work, the differential equation that describes the damped harmonic motion will
be solved numerically. Some initial conditions for the differential equation will be proposed and the functions
ODE23, ODE45 and ODE 113 of Matlab and some classical numerical algorithms will be implemented, such as
the first-order Euler Back methods, the second-order Runge Kutta method, of Adams Moulton of the third order
and de Runge Kutta of the fourth order. Finally, a comparison of the numerical algorithms and the implemented
Matlab functions will be made with the exact analytical solution of the differential equation, as well as with the
exact solution for the vertical velocity of the mass.

Keywords: Differential equations, Numerical methods, Algorithm.

Introduccion

La apariencia del movimiento armoénico amortigua-
do generalmente esta relacionada con un cuerpo de
cierta masa unido a un extremo de una fuente elas-
tica, permaneciendo fijo el otro extremo de dicha
fuente. De hecho, es un tema estudiado en modelos
matematicos y fisicos.

En términos matematicos segun Costa et al.,
(2011), el estudio del movimiento arménico amor-
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tiguado se desarrolla por medio de las ecuaciones
diferenciales que, en la mayoria de los casos, por
medio de métodos usuales de resolucion, se obtiene
una solucion analitica para pequefias intensidades
de amortiguamiento.

Los trabajos realizados hasta el momento presen-
tan diferentes enfoques y aplicaciones, por ejemplo,
en (Pascual ef al.,2008) se realiza una simulacion
en Maple de la modelacion del movimiento tanto
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armonico simple como amortiguado, en (Serrano
et al.,2016) se presenta un caso del modelado y
solucion de una ecuacion diferencial ordinaria de
segundo orden considerando un sistema masa re-
sorte con movimiento libre amortiguado, resuelta
analiticamente y simulada con el apoyo del soft-
ware GeoGebra, en Gonzalez (2009) se estudian
las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
de segundo orden de coeficientes constantes que
describe este problema con algunas aplicaciones
fisicas, en Rodriguez (2019). se construye un mo-
delo matematico para explicar o describir la accion
de los terremotos sobre edificios de varios pisos,
mediante ecuaciones diferenciales de segundo
orden de sistema masa resorte.

La motivacion de este trabajo es encontrar
soluciones numéricas adecuadas para la ecuacion
diferencial que describe el movimiento armonico
amortiguado, implementando algunas funciones
ODE de Matlab, asi como métodos numéricos de
diferentes ordenes, que permiten resolver ecua-
ciones diferenciales ordinarias con condiciones
iniciales establecidas.

El objetivo de este articulo es resolver numé-
ricamente la ecuacion diferencial del movimiento
armoénico amortiguado. Se implementaran las
funciones ODE23, ODE45 y ODE113 de Matlab
y algunos métodos numéricos de orden 1, de orden
2, orden 3 y orden 4 con condiciones iniciales a
la ecuacién diferencial del problema estudiado
y posteriormente, se compararan con la solucion
analitica obtenida para pequefias intensidades de
amortiguamiento.

Segun (Sears et al., 2013) y Molina (2016), un
sistema amortiguado es un esquema sencillo que
se puede observar en la Fig. 1.

Se puede observar un cuerpo de masa m sus-
pendido de un resorte de constante &, que oscila,
tiene movimiento armonico amortiguado, cuando la
friccion del medio sobre la masa f; es directamente

. . dx
proporcional a la velocidad, esto es f, = —b; ,
t
siendo b la constante de amortiguamiento y % es
t

la velocidad de la masa.
Como la masa esta sujeta a un resorte, entonces

Figura 1. Sistema de movimiento amortiguado.

estara sometida a una fuerza de origen elastica dada
por la ecuacion F = — k x, siendo k la constante
elastica del resorte que depende de la geometria y
del material del cual esta hecho y x es la elongacion
del resorte a partir de su posicion de equilibrio.

El efecto del peso no se considera porque se
compensa con la deformacion inicial que sufre el
resorte al colgarle la masa m y de esta manera, se
dice que el sistema esta en la posicion de equilibrio,
se toma como positivo el desplazamiento hacia
abajo, por eso los signos de la fuerza elastica y la
retardadora se consideran negativos, pues actuan
hacia arriba.

Para obtener la ecuacién de movimiento se
aplica la segunda ley de Newton al sistema masa
resorte y se obtiene el siguiente resultado:

d.
—b—x —kx=ma
dt
2y
donde a = 7 es la aceleracion de la masa, de
t

esta forma, el movimiento armdnico amortiguado
de la Fig. 1, quedara descrito por la ecuacion di-
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ferencial:
2
md—jw@wx:o ............ (1)
dt dt

De esta manera, mediante la aplicacion de los
métodos usuales de resolucion, la solucion analitica
de la ecuacion (1) para pequenas intensidades de

amortiguamiento[b < \/? ] , esta dada por:
m

2m

En la ecuacion (2), las constantes de integracion,
A,y ¢ (amplitud y desfase) se calculan de mediante
las condiciones iniciales:

bx+v
2mO 0

WXO

O = arctg

Métodos
Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales

En la mayoria de los casos, es muy dificil encontrar
soluciones exactas de una ecuacion diferencial por
medio de métodos usuales, en este contexto, la apli-
cacion de métodos numéricos es indispensable para
obtener soluciones aproximadas. Generalmente
segun (Prima et a/.,2000), Leon (2015) y (Atkinson
etal., 2011), los métodos numéricos son utilizados
afiadiendo condiciones iniciales a la ecuacion dife-
rencial a estudiar.

Considere el problema de valor inicial de primer
orden:

2
b ! = : =
£(0)=x, LA V'=1(xy): ¥(x0)= Yo (3)
= A=xy |1+ 2m — ; Sea y = ¢(x) una solucion exacta Unica de la
x! (O) =V WX ecuacion (3) en algln intervalo centrado en x = x,,
con el supuesto de que /'y fy son continuas en al-
“Y yn—l y = Clb("lj)
?
L
Y3 i i
172Ys §
b P
vt P
wf |1 o
Ty 1 T9 T3 T4 L1 XV

Figura 2. Solucion exacta y puntos aproximados.
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gun rectangulo del plano xy que contenga al punto
(X Vo)

Para encontrar soluciones aproximadas, en mé-
todos numéricos se emplean algoritmos iterativos
de resolucion que calculan los valores aproximados
Yor Vi» Vop =205 Y, -+ de la solucion y = ¢(x) de la
ecuacion (3) en un conjunto de puntos x, x,, X,, ...,
X, ..., como se muestra en la Fig. 2.

En la Fig. 2 se tiene que y(x,) = y por el

problema de valor inicial, pero ¢(x ) # y para
n > 1, ademas, (])'(xo) = f(xo,yo) = (yo)’ pero
¢'(xn):f(xn,¢(xn))¢(yn)’ para n > 1.

También sobre el eje x se realizara un espaciamiento
o tamaio de paso uniforme /4, asi entonces

Xy =xg+h xp=x9+2h;...;x,=xy+nh.

Los métodos numéricos se dividen en dos
grupos, métodos de un paso donde se utiliza la
solucion aproximada y en x para obtener la so-
lucion aproximada y . en x . y en los métodos
multipaso la solucion y  se obtiene utilizando el
valor o los valores de solucion calculados en los
puntos anteriores.

El orden de un método numérico es un entero
no negativo pde modo que ‘(I) (xn ) — yn‘ < ch? para
alguna constante c.

En este articulo, se utilizaran métodos numéricos
de un paso y multipaso conjuntamente, ademas se
implementaran y se compararan segun el orden de
los mismos.

Métodos numéricos implementados en la reso-
lucion

Los siguientes métodos numéricos implementados
en este articulo, resuelven numéricamente el proble-
ma de valor inicial (3), en un intervalo cerrado [a,b],
donde x, = a,x . = by en N pasos. Primeramente
se divide el intervalo [a,b] en N partes iguales de

. b— . .
longitud # :Ta y posteriormente se aplica el

algoritmo correspondiente a cada método.

Método de Euler backward de orden 1.

Datos: x), yO,h,f(x,y), N.
Algoritmo:
X, =X, +h.
Yn+l = Vn +hf(xn+lJyn+l)'
n=0,1,23,....N—-1.

Método de Runge Kutta de orden 2.

Datos: X, yo,h,f(x,y), N.
Algoritmo:
X4 =X, +h.
1 1
Vel =Ypthf xn+5h’ yn+5hf(xn’yn) .

n=0123,.. ,N-1

Método de Adams Moulton de orden 3.

Datos: X, x1, Y0, v1.h, f(x,y), N.
Algoritmo:
X410 =X, +h.
(Sf( n+1ryn+1)+Sf(xn’yn)_f(xn—l’yn—l))'
N—l.

Yo+l =
n:1,2,3,...,

Método de Runge Kutta de orden 4.
Datos: X, vo.h, f(x,»), N.
Algoritmo:

X4 =X, +h.

1 . h h,
Yn+l :yn+gh|:.f(xn,yn)+2f(xn+E,yn+5.f(xn'yn)j:|+
1 h h h h o,
gh{Zf( nt o Ints f(x nto yn+5.f(xn,yn)m+

2
éh{ [x +h, yn+hf( yn+§f[xn+g,yn+gf(xnvyn)nﬂ.

n=0,123,.

Las funciones ODE de Matlab.

Las funciones ODE de Matlab proporcionan una
solucion numérica de ecuaciones diferenciales or-
dinarias con problemas de valores iniciales, cuando
es dificil encontrar la solucion analitica de la men-
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* Solucién Exacta
-=-ODE23
ol ODE45
—ODE113

Solucién x(t)

4 L 1 L L L L

s 0 L = = )
Tiempo t

Figura 3. Soluciones numéricas para x(¢) en el intervalo [0,30],
con 4 =0.0075,N=400,m=1,b=0.2y k=9.81.

cionada ecuacion diferencial. Se implementaron
debido a la ineficiencia del método de Euler en las
aplicaciones. [9]

En este trabajo se implementaran las funcio-
nes ODE23, ODE45 y ODE113 para resolver la
ecuacion (1) con algunas condiciones iniciales
establecidas.

El uso de las funciones ODE en codigo de Mat-
lab se describe a continuacion.

[T, Y] = ODE(odefun,tspan, YO)

odefun es un identificador de funcién, que
puede ser un nombre de archivo de
funcidn, un identificador de funcion ano-
nimo o un nombre de funcion en linea.

tspan es el intervalo [xo, Xy ] 0 una serie
de puntos dispersos [xo, X{5ee s Xyl ]

Y, es el vector de valor inicial.

* Solucién Exacta
-=--ODE23
~~ODE45
—ODE113

Solucién dx/dt

3 £l
Tiempo t

dx

Figura 4. Soluciones numéricas para — en el intervalo

[0,30], con A =0.0075, N=400, m=1,b=0.2y k=9.81.

T devuelve el tiempo del vector de columna.

Y devuelve el vector de la columna de so-
lucion correspondiente a 7.

Resultados y discusion

Para la implementacion de los algoritmos mencio-

nados anteriormente, se consideraron la ecuacion
2

. . X X .

diferencial m—+b—+kx =0 que describe
2 ar
.. dt . . dx
el movimiento armonico amortiguado, donde —
representa la velocidad del movimiento vertical de
la masa, con las siguientes condiciones iniciales,
x(O) zlyx'(O)zo.
Se presentaran a continuacion, los resultados
obtenidos para la solucién analitica x(¢) y para la
dx

velocidad del movimiento vertical de la masa _t

A) Resultados de la implementacion de las

funciones ODE de Matlab.

En la Fig. 3 se muestra la comparacion de
las funciones ODE23, ODE45 y ODE113
con la solucién exacta x(¢), mediante una
experimentacion numérica en el intervalo
[0,30].

En la Fig. 4 se muestra la compara-
cion de las funciones ODE23, ODE45 y
ODEI113 con la velocidad del movimiento

. dx .
vertical de la masa z, mediante una la
t

experimentacion numérica en el intervalo
[0,30].

== Solucién Exacta
----Runge Kutta de orden 2
—— Eulerback de orden 1
—Adams Moulton de orden 3
—Runge Kutta de orden4

Solucién x(t)

5 10 1

3 3 3 g
Tiempo t

Figura 5. Soluciones numéricas para x(Z) en el intervalo
[0,30], con #=0.0075, N=400,m=1,b=0.2y k=9.81.
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B) Resultados de la implementacion de los
métodos numéricos de orden 1, de orden
2, de orden 3 y de orden 4 descritos en
este trabajo.

En la Fig. 5 se muestra la comparacion
de las soluciones numéricas de los métodos
eulerbackward de orden 1, Runge Kutta de
orden 2, Adams Moulton de orden 3 y Run-
ge Kutta de orden 4 con la solucion exacta
x(t), mediante una la experimentacion nu-
mérica en el intervalo [0,30].

En la Fig. 6 se muestra la comparacion
de las soluciones numéricas de los métodos
Euler backward de orden 1, Runge Kutta
de orden 2, Adams Moulton de orden 3 y
Runge Kutta de orden 4 con la velocidad

. . dx
del movimiento vertical de la masa ;,
1

mediante una la experimentacion numérica
en el intervalo [0,30].

----Runge Kutta de orden 2
—Eulerback de orden 1
—Adams Moulton de orden 3
— Runge Kutta de orden4

n ' ' ‘ ' == Solucién Exacta

Solucion dx/dt
?

| LA

03 3
Tiempo t

dx

Figura 6. Soluciones numéricas para — en el intervalo

dt
[0,30], con 2 =0.0075, N=400,m=1,b=0.2y k=9.81.

Conclusiones

En este trabajo se han realizado soluciones numéri-
cas para pequeias intensidades de amortiguamiento
del problema que describe el movimiento arménico
amortiguado representado mediante ecuaciones
diferenciales, la cual presenta solucion analitica
real para la condicion dada, posteriormente, se han
implementados algunos métodos numéricos, asi
como las funciones ODE23, ODE45 y ODE113
de Matlab, para realizar una comparacion con la

solucion analitica exacta del modelo estudiado y
con la velocidad del movimiento vertical de la masa.

A continuacion, se presentan las conclusiones
sobre la comparacion de las distintas funciones
ODE de Matlab con las soluciones exacta y de
velocidad vertical.

* Las funciones ODE23, ODE45 y ODE113
incorporadas en Matlab permiten resolver de
manera eficiente ecuaciones diferenciales ordi-
narias con problema de valor inicial, sobre la
implementacion de estas funciones al modelo
estudiado se puede concluir que, la funcién
ODE113 presenta mas aproximacion a las solu-
ciones analiticas exacta y de velocidad vertical,
debido a su numero de orden.

*  En general, no hay mucha diferencia entre las
funciones ODE de Matlab y se pueden ser
consideradas como las soluciones numéricas
mas exactas para ecuaciones diferenciales or-
dinarias con problema de valor inicial.

Con relacion a los métodos numéricos aplicados,
el método de orden 1 Eulerback, es el que presenta
menor aproximacion a las soluciones analiticas
exactas y de velocidad vertical, el resultado del
método numérico de orden 2, Runge Kutta, pre-
senta una notable mejoria respecto al resultado del
método de orden 1. Sin embargo, los métodos de
orden 3 y de orden 4 son los que se aproximan de
manera eficiente a las soluciones analiticas exactas
y de velocidad vertical, siendo el método Runge
Kutta de orden 4 la mejor.

Para la resolucién numérica de este tipo de
problema de valor inicial se recomienda la imple-
mentacion de cualesquiera de las funciones ODE
de Matlab y de los métodos numéricos, el método
de Runge Kutta de orden 4 es el indicado.
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