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Resumen: En este articulo, se estudian los ciclos limite algebraicos de los campos vectoriales polinomiales
planos reales de segundo grado. Se dard la clasificacion de los ciclos limites de sistemas cuadraticos conocidos
hasta la actualidad, es decir; los de grado 2, de grado 3 (que no existe), y los de grado 4. Los de grado 5y 6
estan parcialmente estudiados. Y aun no se sabe si hay ciclos limite algebraicos de grado mayor que 6 en los
sistemas cuadraticos.
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Abstract: In this article we study the algebraic limit cycles of a real affine quadratic polynomial vector field. It
is known that the only algebraic limit cycles which are completely classified are those of degree 2, of degree 3
(which does not exist), and of degree 4. The ones of degree 5 and 6 are partially studied. And it is unknown if
there exists algebraic limit cycles of degree greater than 6 in quadratic systems.
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cycles.

INTRODUCCION

Se presenta una clasificacion de los ciclos limite de
los sistemas cuadraticos conocidos hasta la fecha.
Un sistema cuadratico es un sistema diferencial
polinomial en el plano. A tales sistemas se puede
asociar un campo vectorial polinomial de segundo
grado. Dentro de los mencionados campos vecto-
riales polinomiales se puede introducir las ideas
de ciclos limite algebraicos como una solucion
periodico aislada real en el conjunto de todas las
soluciones periodicas contenido en el conjunto de
puntos de una curva algebraica invariante.

Recién en 1958 se descubrio que los sistemas
cuadraticos podian tener ciclos limite algebraicos
de grado 2. Entre 1970 y 1979 se demostrdé que
los sistemas cuadraticos no tenian ciclos limite
algebraicos de grado 3. En 1970 se prob6 que los
sistemas cuadraticos podian tener ciclos limite
algebraicos de grado 4, en 1973 otra familia de
ciclos limite algebraicos de grado 4 fue encontrada.
Mas adelante, se demostré que ademas de las dos
familias mencionadas de ciclos limites algebraicos
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de grado 4 hay otras dos familias adicionales, y
no mas de grado 4. Finalmente, se comprobd que
los sistemas cuadraticos podian tener ciclos limite
algebraicos de grado 5 y de grado 6.

Para finalizar este trabajo se presenta algunos
problemas abiertos que aparecieron en el estudio
de los ciclos limite algebraico de los campos vec-
toriales polinomiales en el plano real.

METODOLOGIA

Para la realizacion de este articulo se procede a la
investigacion bibliografica para asi comprender los
resultados de la teoria cualitativa de las Ecuacio-
nes Diferenciales, especificamente en la teoria de
Ciclos limite.

RESULTADOS Y DISCUSION
Sistemas Cuadraticos

Todo el trabajo se centra en los denominados siste-
mas cuadraticos, por lo que se empezara definiendo
la misma. Para ello, se considera el sistema dife-
rencial polinomial
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{X:P(ny) 0

y=0(x.y)

donde P(x,y) y O(x, y) son polinomios coprimos
reales. Si el maximo de los grados de Py Q es m,
entonces se dice que el sistema (1) es de grado m.
Si m = 2, tales sistemas se denominan sistemas
cuadraticos.

Curvas algebraicas invariantes

Sea R[x, y] el anillo de polinomios en las varia-
bles x € y con coeficientes reales. Sea f € R[ x, ]
. Se dice que f = f(x,y) = 0 es una curva algebraica
invariante del sistema (1) si cumple la siguiente
relacion:

of of

- P(ey)+ =0 (xy) =k(x.9) f(x.9)
para algtiin polinomio k(x,y) de grado a lo sumo m
[J 1. Al polinomio &(x,y) se lo llama el cofactor de
f(x,y). Si el cofactor es idénticamente cero, enton-
ces f(x,y) es una integral primera polinomial para
el sistema (1).

Ciclos limite algebraicos
Se define el ciclo limite del sistema (1) como una
solucion periodica aislada real en el conjunto de
todas las soluciones periodicas. Si ademas, el ciclo
limite estd contenido en el conjunto de puntos de
una curva algebraica invariante se lo denomina ciclo
limite algebraico. Se dice que un ciclo limite es de
grado # si esta contenido en el conjunto de puntos
de una curva algebraica invariante irreducible de
grado n.

Se enuncia un teorema que ayuda a clasificar los
ciclos limite de los sistemas cuadraticos:

Teorema 1.
Sea f(x,y) = 0 una curva real algebraica invariante
de grado mayor que 1 para el sistema cuadratico

real (1) con p(x,y) y q(x, y) coprimos. Sea k(x,y) el
cofactor de f. Se define

X v Xy
P(X.,Y,Z2)=2"p| =,— X.Y.2)=2q| ==
(X,Y,Z) p[Z’Z],Q( ) q[z Z],

K(X,Y,Z)=Zk(£,£)
YAVA
Supongase que se tiene dos puntos 4, y 4, en CP?
de tal manera que P(4) = Q(4) =0y K(4,) = 0 para
i=1,2. Entonces todos los ciclos limite del sistema
se encuentran en £ =0, por lo que en particular, son
algebraicos.

La demostracion de este teorema se puede en-
contrar con detalles en Chavarriga et al. (2001a).

Clasificacion de los ciclos limite algebraicos de
los Sistemas Cuadraticos

Ciclos limite algebraicos de grado 2

Si un sistema cuadratico tiene un ciclo limite alge-
braico de grado 2, entonces después de un cambio
de las variables afin, el ciclo limite se convierte en
el circulo I' : = x* + y* —1=0. Por otra parte, I
es el tnico ciclo limite del sistema cuadratico que
se puede escribir en la forma

)'c:—y(a)c+by+c)—(x2 +° —1)
. (2)
y=x(ax+by+c)

cona#0,¢” +4(b+1)>0 y? >a* +b* .

Demostracion

Se considera el sistema cuadratico (2) que tiene
el ciclo limite algebraico f = x> +y*—1=0 con
cofactor K =—2x. Esto es,

F o _

P§+Q5 I:—y(ax+by+c)—(x2 +5? —1)J2x+x(ax+by+c)2y

=—2xy(ax+by+c)—2x(x* +)” —1)+2xp(ax+by+c)
=—2x(x2+y2—l)
=kf
Los componentes P y O del campo vectorial
asociado al sistema (2) son coprimos. Usan-

do la inecuacion ¢*+4(b+1)<0 se sigue que
los puntos 4, =(0,c, ,1) y 4,=(0,& ,1) con

B —ctAJc” +4(b+1)

+

£ 2(b+1)

€% Satisfaciendo
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P(4)=0(4)=0 y K(4,)=0parai=1,2

Por lo tanto, el sistema (2) satisface todas las hipo-
tesis del Teorema 1,y en consecuencia se tiene un
Unico ciclo limite, que es /= 0.

Ciclos limite algebraicos de grado 3

Los campos vectoriales polinomiales cuadraticos
afin real no tienen ciclos limite algebraico de
grado 3.

Este resultado se prueba en Chavarriga et al.
(2001b), con los detalles y las aclaraciones para
entender el mecanismo de analisis.

En esta seccion se muestra un esbozo de la
prueba del resultado mencionado.

Sea /= 0 una curva algebraica invariante de
grado 3 de un campo vectorial polinomial afin real
de segundo grado. Si la curva cubica /= 0 tiene
puntos multiples, entonces debe ser racional y no
puede contener forma ovalada.

Si /= 0 no tiene puntos multiples, la ecuacién

d +(@r -1y 3
d+r-1

h+h'= d>+(r=1)(r—d+1)

implica que 7 =2*=4

Con lo que el sistema tiene una integral primera
racional (Ver Chavarriga et al. (2001b)) y por lo
tanto no hay ciclo limite.

Ciclos limite algebraicos de grado 4

Después de un cambio de variable afin los unicos
sistemas cuadraticos con un ciclos limite algebrai-
cos de grado 4 son:

(a) Sistema de Yablonskii
l % =—4abcx—(a+b)y+3(a+b)ex’ +4xy

3(a+b)

y=(a+b)abx—4abcy +| 4abc’® — +4abe2 +8(a+b)cxy+8y°

abc#0, a#b,
4c*(a—b)* +(Ba—b)(a—3b)<0.

Este sistema posee la curva algebraica invariante
irreducible (¥ +cx?)’ +x*(x—a)(x—b)=0, de
grado 4 con dos componentes; un 6valo (el ciclo

con ab>0, vy

limite algebraico) y un punto aislado (un punto
singular). Ver Figura 1a.

(b) Sistema de Filiptsov

X= 6(1+a)x+2y—6(2+a)x2 +12xy

y=15(1+a)y+3a(l+a)x’ —2(9+5a)xy+16)°
con 0<a<3/13. Este sistema posee
una curva algebraica invariante irreducible
31+a)(ax’ +y) +2y*(2y-3(1+a)x) =0, de
grado 4 con dos componentes; uno es un o6valo
y el otro es homeomorfo a una linea recta. Este
ultimo componente incluye tres puntos singulares
del sistema. Ver Figura 1b.

(c) El sistema
x=5x+6x +4(1 + a)xy+ay2

{y=x+2y+4xy+(2+3a)y2
con (—71+17\/ﬁ)/32<a<0 posee una curva
algebraica invariante irreducible
X' +X +x°y+2axy’ +2axy’ +a’y* =0 . de
grado 4 con tres componentes; uno es un évalo y
cada uno de los otros dos es homeomorfo a una
linea recta. Cada uno de estos dos ultimos com-

ponentes contiene un punto singular del sistema.
Ver Figura lc.

(d) El sistema
i =2(1+2x-2ax + 6xy)
3 =8-3a—14ax—2axy -8y’

con 0 <g<1/4 posee la curva algebraica invariante
. . 1 2 3 2.2
irreducible Z+x—x +ax’ +xy+x"y =0, de

grado 4 que tiene tres componentes: uno es un 6valo
y cada uno de los otros dos es homeomorfo a una
linea recta. Cada uno de estos dos tltimos com-
ponentes contiene un punto singular del sistema.
Véase Figura 1d.

Ciclos limite algebraicos de grado Sy 6
En esta apartado se presentaran ejemplos de siste-
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by

(a)

/
(c)

Figura 1. Ciclos limite algebraicos de grado 4.

mas cuadraticos que tienen ciclos limite algebraicos
de grado 5 y de grado 6.

La idea principal que se utiliza es la de aplicar un
cambio de variables de un sistema cuadratico co-
nocido con un ciclo limite algebraico, que conserva
el grado del sistema, pero aumenta el grado de la
curva algebraica invariante. A fin de obtener lo que
se necesitan también se debe cambiar la variable
independiente o el tiempo del sistema. Para esto se

utiliza la transformacion birracional (x,y) = [izlj,
Yoy

g
(b)
Yy
* J/A\
X
{d)
luego de una adecuada traslacion.
Si el sistema es de la forma

X=ox+py+2ex’ +bxy+cy’
y=yx+8y+exy+fy’ , donde el punto
denota derivada con respecto al tiempo ¢,

entonces la aplicacion de la transformacion X = %,
Y:l, y haciendo el cambio de tiempo df =Yds,
y

el sistema anterior aun esta en la clase de siste-
mas cuadraticos, es decir, se obtiene el sistema

Acosta DELVALLE, PP. 23-28
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x'=—eX — fY —y XY -§Y?

y'=(b=2f)X+cY -2y X’ +(a—28) XY + Y,
donde la prima denota la derivada con respecto al
tiempo s.

Un ejemplo de este tipo de transformacion se
puede encontrar en Christopher et al. (2005), en
donde se demuestra que el sistema de Yablonskii,
presentado en este articulo, con ciclo limite alge-
braico de grado 4 se puede obtener a partir de un
ciclo limite algebraico de grado 2.

Abhora se aplicara la transformacion al sistema

i =2(1+2x-2ax + 6xy)
3 =8-3a—14ax—2axy -8y’

que tiene la curva algebraica invariante
%+x—x2 +ax’ +xy+x’y’ =0, que define un
ciclo limite algebraico de grado 4 paraQ <a<1/4.
Los detalles de la transformacion se pueden encon-
trar en Christopher et al. (2005).
El sistema

x=28x—

12 2 _ 2 _ 2 _
— 2(a” =16)(12+a ) x* +6(30 —4) xy

¥=(32-207)x+8y (0 +12)(” ~16)xy + (100 —24)y’

que tiene una curva algebraica inva-
riante irreducible de grado 5 dada por

1 6 5 2 2
2 TV Xy
4+a) 4+a) 4+a
-4)(12+ -
+(a )( a)xzyz+12+axy4+8 a
4 4+ 4+a

X +(16-a?)x’+ (@ -2)x"y+ v

X’ =0

Para , . W7 4 | la curva anterior contiene un ciclo
2 b

limite algebraico de grado 5.

La prueba de esta ultima afirmacion se puede
encontrar en Christopher et al. (2005).

Por otro lado, aplicando transformaciones se
puede mostrar un ejemplo de sistema cuadratico
con ciclo limite algebraico de grado 6.

El sistema
%=28(B-30)Bx+y+1688%x* +3xy

$=168(B—30)(14(B-30) Bx+5y+84p°x")+24(178 - 6) fxy + B6)’
que tiene una curva algebraica invari-
ante irreducible de grado 6 dada por

7y +3(8—30)* B y> +18(B-30)(—2+B) B xy " 2+27(B-2)* B x*y*
+24(B -30)’ B2xy+144(B -30)(B -2)* B>x’y+48(B —-30)" B°x>
+576(B-30)*(=2+B)* Bx* —432(B-2) 2B (3+2B)x"y —3456(B
—=30)(=2+B8)* B> (3+2B)x° +3456(B-2)* B> (12 + B)(3+2B)x°
+24(B-30)* B2 (9B —4)x’y+64(B—30)’ B (9B —4)x’ =0

Para g e G ,2) la curva presentada contiene un ciclo

limite algebraico de grado 6.

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha detallado uno de las tematicas
mas importante de la Teoria cualitativa de las Ecu-
aciones Diferenciales. A lo largo del documento
se ha logrado la clasificacion de los ciclos limite
algebraicos de los sistemas cuadraticos en el plano
conocidos hasta la fecha, explicitando las ecuacio-
nes que las definen.

En el desarrollo del trabajo se detallaron las siguien-
tes aseveraciones: un campo vectorial polinomial
cuadratico afin real puede tener un unico ciclo
limite algebraico de segundo grado; no existen
sistemas cuadraticos con ciclo limite algebraico
de grado 3; en tanto que existen cuatro familias
con ciclos limites algebraicos de grado 4, con la
especificidad de que si un sistema cuadratico tiene
ciclo limite algebraico de grado 4, este es el unico
ciclo limite del sistema. Ademas, se ha encontrado
una familia de sistemas de segundo grado con ciclo
limite de grado 5 y otro de grado 6, estos dos ulti-
mos se obtienen mediante cambio de coordenadas.
Se especifica que cada ciclo limite algebraico de los
sistemas cuadraticos estudiados, estan contenidos
en curvas algebraicas invariantes, por lo que la
forma de obtener los ciclos limite es identificar los
curvas algebraicas invariantes que los contiene.
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