
Vol. 2, Nº 1 (2011)

Artículo Original

PROCESOS DE RAMIFICACIÓN: UNA APLICACIÓN EN LA 
POBLACIÓN AMERICANA

BRANCHING PROCESSES: AN APPLICATION TO THE 
AMERICAN POPULATION

Fernando Giménez Sena1 & Xavier Bordina i Simorra2

1Departamento de Matemáticas, Universidad Nacional de Asunción, Paraguay. Email: ferdisena@facen.una.py
2Universidad Autónoma de Barcelona España

Resumen: La teoría de los procesos de ramificación son utilizadas en diversas áreas de aplicación. En parti-
cular la biología para sus estudios de la evolución de poblaciones biológicas de cualquier naturaleza; y más 
específicamente, en el estudio de la evolución de poblaciones humanas. En este trabajo se revisan conceptos 
básicos para caracterizar estos procesos, y se estudian las funciones generatrices de probabilidades para derivar 
resultados sobre la evolución y extinción de poblaciones en términos de procesos de ramificación. Un ejemplo 
aplicado a la población americana ilustrará los conceptos estudiados.
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Abstract: Branching process theory has several applications. In particular, bio- logy has use of it to study 
population evolution of any type, specifically in studies of human populatios. This work reviews the basic con-
cepts that characterize these processes, and studies the probability generating functions which are useful for the 
development of results that are further applied to get results on evolution and extinction of populations in terms 
of branching processes. An example for an american population is presented to illustrate the reviewed theory.
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INTRODUCCIÓN
La biología tiene un lugar especial dentro de 

las ciencias naturales ya que las unidades bioló-
gicas, porciones de ADN, células, u organismos, 
se reproducen con mayor o menor eficacia. Los 
procesos de ramificación juegan un papel impor-
tante tanto en la biología teórica y en la aplicada, 
en particular en los estudios de la variación, creci-
miento y extinción de poblaciones; esta teoría es 
singularmente útil como herramienta matemática 
para comprender y representar el proceso biológi-
co de la reproducción que tiene un gran compo-
nente aleatorio. 

La teoría permite hacer predicciones con rela-
ción a los riesgos de extinción y al desarrollo de 
la composición de la población, y además descu-
bre aspectos de la historia de la población a par-
tir de alguna configuración inicial. En este campo 

los procesos de ramificación tienen una creciente 
importancia en el modelado genético, la biología 
molecular, la microbiología, ecología y la teoría 
de la evolución. Haccou et al. (2005), Theodorou 
y Couvet (2006) y Bennewitz J. y Meuwissen T. 
H. E. (2005).

El tema se desarrolla con una introdución en la 
sección 1. La sección 2 se ocupa de los conceptos 
de Función Generatriz de Probabilidades, para va-
riables aleatorias discretas; seguida de la sección 
3 donde esta función es expandida como una serie 
de potencias y se conecta con el valor esperado de 
una variable aleatoria. En la siguiente sección se 
presenta el Proceso de Ramificación básico, en el 
marco de los procesos poblacionales, y analizamos 
su evolución y extinción. Finalmente es presenta-
do un ejemplo, seguido de algunas consecuencias 
derivadas de los conceptos estudiados.
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FUNCIÓN GENERATRIZ DE 
PROBABILIDADES

Las funciones generatrices son ampliamen-
te utilizadas en matemática y juegan un rol muy 
importante en la teoría de probabilidades; en este 
capítulo se revisarán los conceptos básicos y se-
rán derivadas algunas propiedades principales, 
particularmente en matemática discreta y análisis 
combinatorio, Esquivel M. (2004), Lando S. K. 
(2003). Es un método muy potente para encontrar 
la distribución de probabilidad de sumas de dos o 
más variables aleatorias independientes discretas. 

Algunas referencias, en el cálculo para varia-
bles aleatorias con valor discreto en probabilidad 
básica en Feller W. (1968); como valor esperado 
de una variable aleatoria en Hoffman-Jørgensen 
(1997); en la construcción de modelos probabilís-
ticos: para testar modelos Poisson en Nakamura et 
al. (1993a); pruebas de ajuste para distribuciones 
discretas en Rueda et al. (1999); para encontrar 
distribuciones mixtas en Villa y Escobar (2006); 
se encuentran además aplicaciones en economía 
Nakamura et al. (1993b) y en modelos de choques 
(shock models), Roychoudhury y Bhattacharjee 
(2006); y así en muchos otros campos.

2.1. Función Generatriz de Probabilidades
Esta función es una herramienta matemática 

y por tanto es de difícil imaginación pues no co-
rresponde a un concepto directamente observable. 
Formalmente es una serie de potencias, que en 
un contexto probabilístico representa a una fun-
ción generatriz de probabilidades. Estas funciones 
tienen propiedades interesantes y con frecuencia 
reducen en gran medida el esfuerzo que implica 
analizar una distribución de probabilidad. El pun-
to importante a notar es que, para variables dis-
creta, el coeficiente del desarrollo en series es la 
probabilidad de que la variable aleatoria tome un 
valor específico.

Definición 1. Función generatriz:
Sea una sucesión { ,  0,1, 2...}ia i =  con ia ∈
La función,

	
1

( ) i
i

i
G s a s

∞

=

=∑  	 (1)

donde s es tal que la suma converge, se llama 
función generatriz.

Para una serie dada, existe 0R ≥  (estricta-
mente mayor que cero), tal que si <s R  la suma 
converge; mientras que si >s R  la suma diverge 
o toma valores discretos no negativos.

Definición 2. Probabilidad de una variable alea-
toria. Sea una variable aleatoria discreta X con 
valores en { }+ 0 

, esto es, solo toma valores dis-
cretos no negativos. Entonces, la probabilidad de 
que la variable aleatoria, tome un valor particular 
k, se denota como ( )kp P X k= = , 0,1,2...k =  y 
es tal que

1. 0kp ≥ .

2. 1kp∑ =  la suma sobre todo el conjunto de va-
lores k posibles.

3. Para un conjunto de valores de k; 1 2,  ,...k k , se 
cumple que la probabilidad que la variable 
tome el valor k1, o tome el valor k2, y así suce-
sivamente,... está dado por 

1 2
...k kp p+ +

Valores de k que no pueden ocurrir tienen asig-
nada probabilidad nula.

Definición 3. Función Generatriz de Probabili-
dades de una Variable Aleatoria Discreta, es la 
función,

	
0

( ) ( )k k
x k

k
G s s p E s

∞

=

= =∑  	 (2)

siempre que la suma esté definida y sea finita se 
denomina Función generatriz de probabilidades 
de la variable aleatoria discreta X. El dominio de 
definición es un subconjunto de los reales, esto es 

 XD ⊂  , y el recorrido el conjunto de los reales.

La serie puede descomponerse en, 
0

( ) ( 0) k
x kk

G s P X s p∞

=
= = +∑ ; haciendo s=0, y como 

el primer término de la sumatoria no depende de s, 
se obtiene que 0(0) ( 0)xG P X p= = = .
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Similarmente, haciendo s=1, resulta la expre-
sión siguiente, 

0 0
(1) 1 ( ) 1k

x kk k
G p p X k∞ ∞

= =
= = = =∑ ∑ ; 

de modo que la serie converge absolutamente para 
1s ≤ .

Por otra parte, cuando 0s ≠  se obtiene, 
0

( ) ( ) ( )k k
x k

G s s P X k E s∞

=
= = =∑ .

2.2. Algunos ejemplos de FGP
Vemos algunos ejemplos de funciones genera-

triz de probabilidades para variables aleatorias que 
siguen ciertas leyes de distribución conocidas.

Distribución Uniforme
Sea una variable aleatoria con función distribu-
ción de probabilidad igual a ( ) 1/P X k n= =  con 
k=1,2,...,n. Su función generatriz está dada por, 

0 1 2 31 1 1 1( ) 0 ... nG s s s s s s
n n n n

= + + + + + .

Distribución Binomial
Para la ley Binomial, el conjunto de probabi-
lidades está proporcionado por su distribución 
de probabilidad, que tiene ecuación dada por 

( ) ( ) (1 )n k n k
kP X k p p −= = −  con 0,1,...,k n= ; su 

función generatriz está dada por el desarrollo de 
((1 ) )np ps− + , que luego de un poco de álgebra 
tiene forma, ( ) ((1 ) )nG s p ps= − + .

La primera y segunda derivadas respecti-
vamente son, (1) 1( ) ((1 ) )nG s n p ps p−= − + ; 

(2) 2 2( ) ( 1)((1 ) )nG s n n p ps p−= − − + .
Consecuentemente, ( ) ( )( )1 1  1, 

n
G p p= − + =

( ) ( ) ( )( ) ( )11 1 1 ;
n

G n p p p np E X
−

= − + = =  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2 21  1 1 1 .
n

G n n p p p n n p
−

= − − + = −
 

Distribución Poisson
Una variable aleatoria discreta X, tiene distri-
bución Poisson con parámetro λ , si su función 
de distribución de probabilidad está dada por,  

!( ) k

kP X k e λλ −= =  con k = 0, 1, 2, ... Es útil para 
modelar el número de ocurrencias de un evento 
en un intervalo de tiempo cuando el promedio de 
ocurrencias es λ .

Su función generatriz está dada por,
( 1)1

!0
( ) ( )k k s k

x kk
G s e s e E sλ λλ∞ − −

=
= = =∑  con

(1) 1G e eλ λ−= = ; resultando
(1) (1) ( )G e e E Xλ λλ λ−= = = .

2.3. FGP y Leyes de Probabilidad
Vemos a continuación como la función gene-

ratriz de probabilidades puede ser utilizada para 
encontrar la ley de probabilidad que sigue una va-
riable aleatoria discreta específica.

La FGP determina la ley de probabilidad 
de una variable aleatoria. El siguiente teorema 
muestra como es posible determinar la ley de pro-
babilidad de una variable aleatoria discreta por 
medio de la función generatriz de probabilidades.

Teorema 2.1. Dada una variable aleatoria discre-
ta X. Su distribución de probabilidad está deter-
minada por su función generatriz de probabilida-
des, donde la distribución de probabilidad viene 
dada por,

	
( ) (0)( ) 0

!

k
xGP X k k
k

= = ∀ ≥  	 (3)

Donde ( )xG s  es la función generatriz de probabi-
lidades de X; (0)k

xG  es la k−ésima derivada de la 
FGP evaluada en el punto 0s = .

Teorema de Unicidad
Este teorema expresa que dos variables aleatorias 
diferentes que tienen la misma función generatriz 
de probabilidades, tienen necesariamente la mis-
ma ley de probabilidad.

Teorema 2.2. Teorema de Unicidad
Sean X e Y variables aleatorias discretas con Fun-
ción Generatriz de Probabilidad ( )xG s  y ( )yG s  
respectivamente. Entonces, ( ) ( )x yG s G s=  si y solo 
si ( ) ( )P X k P Y k= = =  con k = 0, 1, 2, ...
en otras palabras, dos funciones generatrices de 
probabilidades coinciden si y solo si tienen la mis-
ma distribución de probabilidad.

Los teoremas previos pueden extenderse con 
facilidad a funciones de variables aleatorias; 
en general para ( )Y f X= , la función genera-
triz de probabilidades toma la siguiente forma, 
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( ) ( )
( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ).f x f k
Y f X k

G s G s E s s P X k∞

=
= = = =∑

En particular, para Y a bX= + , resulta: 
( )( ) ( ) ( ) ( ) .

Xa bX a bX a b
Y a bXG s G s E s E s s s E s+

+
 = = = =   

En consecuencia,

	 ( ) ( )a b
Y XG s s G s=  	 (4)

2.4. Momentos
Una forma elegante de calcular el valor espera-

do utilizando las derivadas de la función generatriz 
de probabilidades esta dada por el siguiente teo-
rema. En los cursos introductorios es costumbre 
utilizar un tedioso procedimiento para encontrar la 
varianza de la distribución binomial que justamen-
te utiliza ( )1E X X −    como punto de partida.

Teorema 2.3. Dada una variable aleatoria discre-
ta X.
Sea ( ) (1)r

XG  la r−ésima derivada de la FGP eva-
luada en el punto s = 1. Entonces,

( ) ( )( ) (1) 1 ... 1r
XG E X X X r= − − +    	 (5)

A continuación se deducen expresiones para la 
media y la varianza de una variable aleatoria dis-
creta X utilizando el teorema anterior.

•	 Caso: r = 1
( ) ( )( ) 1

0 0
( )r k kd

X ds k k
G s s P X k ks P X k∞ ∞ −

= =
 = = = = ∑ ∑

que evaluado en s = 1 proporciona una ex-
presión para el valor esperado de la variable 
aleatoria, (1)

0
(1) ( ) ( ).X k

G kP X k E X∞

=
= = =∑

•	 Caso: r = 2
Al evaluar la segunda derivada en s = 1 se tiene, 

( ) ( )(2) 2
0

( ) ( 1) ( ) 1X k
G s k k P X k E X X E X X∞

=
= − = = − = −  ∑  

pero es sabido que la varianza de una variable 
aleatoria está dada por ( ) ( ) ( ) 22V X E X E X= −    ; 
por lo que sumando y restando ( ) 2

E X    resulta, 

( ) ( )2 2(2) 2(1) ( ) ( )XG E X E X E X E X= − + −        
agrupando términos convenientemente, 

( ) ( )2 2(2) 2(1) ( ) ( )XG E X E X E X E X= − − +        
donde los dos primeros términos del se-

gundo miembro corresponden a la varian-
za de X, por lo que despejando se obtiene, 

( ) ( )2 22 (2)( ) ( ) (1) ( )XV X E X E X G E X E X= − = − +        
y poniendo en términos de las derivadas de 
las funciones generatriz de probabilidades 
produce la expresión buscada para la varian-
za,

2(2) (1) (1)( ) (1) (1) (1)X X XV X G G G = − +  .

2.5. Suma de dos variables aleatorias indepen-
dientes
Los siguientes resultados serán necesarios para 

desarrollar las ideas básicas de los procesos de 
ramificación; los mismos conciernen a la función 
generatriz de probabilidades de sumas de varia-
bles aleatorias independientes.

Teorema 2.4. Sean X e Y variables aleatorias inde-
pendientes; ambas variables representan conteos 
independientes.  ( )xG s  y ( )yG s  son sus respecti-
vas funciones generatrices de probabilidades.

Entonces,

	 ( ) ( ) ( )X Y X YG s G s G s+ =  	 (6)

El teorema previo es fácilmente generaliza-
do para n variables aleatorias independientes 
X1,X2,...,Xn,  siendo 

1 2
( ), ( ),..., ( )

nX X XG s G s G s las 
respectivas funciones generatrices de probabilida-
des. Esto es, para, su función generatriz de proba-
bilidades esta dada por,

	
1

( ) ( )
i

n

Z X
i

G s G s
=

=∏  	 (7)

2.6. Suma de un número aleatorio de variables 
aleatorias independientes
Cuando el número de variables aleatorias es 

también aleatoria, a diferencia del teorema ante-
rior en el que este nùmero es fijo, el Teorema de 
Composición con respecto a los parámetros indica 
un procedimiento para determinar la correspon-
diente función generatriz de probabilidades.

Teorema 2.5. Composición con respecto a los pa-
rámetros
Sean N, X1,X2,... variables aleatorias que repre-
sentan conteos independientes tales que las Xi 
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están idénticamente distribuidas, y tienen igual 
función generatriz de probabilidades GX(s)

Si SN=X1+X2+...+XN representa la suma de un 
número aleatorio N de variables aleatorias, en-
tonces su función generatriz de probabilidades 
está dada por,

	 [ ]( ) ( )
NS N XG s G G s=  	 (8)

Si N=0, por convención se define 
SN=X1+X2+...+XN=0.

Para finalizar esta sección obtenemos expresio-
nes para la esperanza y varianza de sumas de un 
número aleatorio de variables aleatorias indepen-
dientes.

1. Esperanza de SN
Sea ( )

NSG s  la función generatriz de probabilida-
des de SN; derivando con respecto a su argumen-
to resulta, [ ]( ) ( ( ))

N

d d
S N Xds dsG s G G s  =   haciendo 

( ) ( ),Xu s G s=  resulta [ ]( ) ( )
N

d d du
S Nds du dsG s G u  =   

haciendo s=1 se tiene el resultado conocido 
(1) 1Xu G= = ; en consecuencia la expresión an-

terior toma la forma, (1) (1)( ) (1) (1)N N XE S G G   =      
finalmente se obtiene,

	 ( ) ( )( )NE S E N E X=  	 (9)

2. Varianza de SN
A continuación se comprueba que la varianza 
de una suma de un número aleatorio de varia-
bles aleatorias independientes está dada por,

	 2( ) ( ) ( ) ( )( ( ))
NSV s E N V X V N E X= +  	 (10)

En efecto, como [ ]( ) ( )
NS N XG s G G s=  con 

primera derivada ( ) ,
N

d d du
S Nds du dsG G u  =      

y ( )Xu G s=  la segunda derivada resulta, 
( ) ( )2 2 2

2 2 2N

d d du du d d u
S N Nds ds duds du ds

G G u G u  = +         
evaluando en s=1 y recordando que 

( ) ( )2

2 1d
Xds

G s E X X= −        se tiene,
( ) ( ) ( ) ( )1 1N NE S S E N N E X E X− = − +      

( ) ( ) ( ) ( )21 N NE N E X X E S E S− − =  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )22 2E N E N E X E N E X E X   − + −     

sumando y restando al primer miembro la ex-
presión ( )( )2

NE S

luego, al primer término del segundo miembro 
se suma y resta ( )( )2

E N
a continuación, al segundo término del segun-
do miembro se suma y resta ( )( )2

E X
finalmente, luego de ordenar convenientemen-
te, cancelar términos, utilizar el hecho que 
( ) ( ) ( )NE S E N E X=  y la definición de varian-

za ( ) ( )( ) ( )( )22
N N NV S E S E S= −  se llega a la 

expresión buscada.

PROCESOS DE RAMIFICACIÓN
El término “procesos de ramificación” es acu-

ñado por Kolmogorov en Rusia. Según Jagers 
(2009), estos procesos se remontan al estudio de 
la evolución de los nobles y la extinción de fa-
milias realizado por De Candolle y Bienaymé; sin 
embargo, inicialmente se atribuyó el origen en un 
problema propuesto, 28 años más tarde, por Fran-
cis Galton, notablemente un biólogo, quien en al 
año 1873 publica en el Educational Times el Pro-
blema 4001, con el cual se da inicio a la teoría 
moderna. El problema plantea encontrar en una 
población, la proporción de apellidos extinguidos 
luego de transcurrir una cantidad de generaciones. 
Citado por Kendall (1966).

El primer intento de solución fue dado por el 
reverendo H.W. Watson, quien debido a un error 
algebraico concluyó equivocadamente que un 
apellido se extinguirá con probabilidad 1. Sin em-
bargo sus métodos fueron correctos y constituyen 
las bases para llegar a la solución correcta. Watson 
determinó que la probabilidad de extinción es un 
punto fijo de la función reproductiva. Afirmó que 
1 es siempre tal punto fijo, y a partir de esto con-
cluye con Galton que “todos los apellidos tienden 
a desaparecer en un tiempo indefinido”. Si bien 
Bienaymé dio la respuesta correcta antes que Gal-
ton, Heyde C. C. y Seneta E. (1977), la corrección 
se realiza 50 años mas tarde.

El planteamiento es conocido como el pro-
blema de Galton-Watson; y la solución plantea el 
conteo de generaciones que no se superponen en 
el transcurrir del tiempo.

El británico J. Haldane, químico, fisiólogo, 
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estadístico genetista, y escritor político obtiene 
resultados correctos que son formulados por Ste-
ffensen 1930 en la siguiente forma “Si el número 
medio de criaturas es menor o igual que uno, en-
tonces Galton y Watson estaban en lo cierto; pero 
si excede uno, entonces existe otro punto fijo me-
nor, que proporciona la correcta probabilidad de 
extinción”;

Más adelante, en torno a 1968, el desarrollo de 
la teoría de procesos puntuales permite la formula-
ción del proceso de ramificación general en el cual 
los individuos dentro de la población pueden pro-
crear en forma repetida, en una cadena de eventos 
que forman un proceso puntual posiblemente de 
varios tipos.

Durante todo este tiempo el marco conceptual 
lo constituía la teoría de poblaciones estables, la 
cual es una teoría determinística, aunque a partir 
de los modelos de ramificación general son posi-
bles enfoques de tipo aleatorio que proporcionan 
interpretaciones ampliadas de los conceptos clá-
sicos.

En la actualidad los desafíos de los procesos 
de ramificación en el campo de la evolución se 
relacionan con la teoría de la dinámica de pobla-
ciones estructuradas y la dinámica adaptativa, en 
particular estudiando como pequeñas mutaciones 
sucesivas pueden conducir a nuevas especies y a 
su coexistencia.

3.1. Conceptualización
Se denomina Proceso de Ramificación en tiem-

po discreto a un tipo de Cadena de Markov en 
tiempo discreto con espacio de estados finitos. A 
este tipo de modelos cada miembro o individuo de 
la población desaparece en el momento de produ-
cir la siguiente generación. Siguiendo los delinea-
mientos de Bardina (2008), se especifica a conti-
nuación el modelo a considerar.

Xn es el número de individuos que una cierta 
población tiene en la n−ésima generación. Cada 
individuo, por ejemplo el k−ésimo de los Xn exis-
tentes aporta ( )

1
k

nZ +  descendientes a la generación 
siguiente.

Las condiciones supuestas son,

1.	 El número de descendientes que cada indivi-
duo de la generación actual aporta a la siguien-
te generación es independiente del número de 
individuos que existen en la presente genera-
ción. Esto es, cada ( )

1
k

nZ +  es independiente de 
Xn.

2.	 El número de descendientes aportado por cada 
individuo de la generación actual son indepen-
dientes entre si. Es decir, las ( )

1
k

nZ +  son mutua-
mente independientes.

3.	 La distribución de probabilidad del número de 
descendientes aportado por cada individuo de 
la generación actual a la siguiente es la misma 
para todos los individuos. En otras palabras, 

( )
1

k
nZ +  son variables aleatorias idénticamente 

distribuidas.

4.	 El número de descendientes de un individuo 
es una variable aleatoria discreta con valores 
enteros no negativos. 

( )
1

k
nZ +  = 0, 1, 2, ...

5.	 En la primera generación, o generación 0, solo 
existe un individuo. X0=1

Dada la n−ésima generación, Xn+1 describe el 
número de individuos que existen en la generación 
n+1. Esto es,

	 ( )
1 1

1

nX
k

n n
k

X Z+ +
=

=∑  	 (11)

Si la generación previa no produjo descendien-
tes, consecuentemente la suma resulta cero.

A continuación, primero se presenta como evo-
luciona la población a lo largo del tiempo, y luego 
la probabilidad de que una población dada se ex-
tinga en un momento dado.

3.2. Evolución de la población
Sea ( )

1
k

nZ +  una variable aleatoria que representa 
el número de individuos que el miembro k de la ge-
neración actual aporta a la siguiente generación. Su 
función de probabilidad se denota por ( )( )1

k
nP Z z+ =  

con z = 0, 1, 2, ...; y función generatriz de probabi-
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lidades dada por, ( ) ( ) ( )( )
1

10
.k

n

kk
nkZ

G s s P Z k
+

∞

+=
= =∑

Se puede decir que ( )
1

k
nZ + es el tamaño de la k−

ésima familia.
La sucesión X0, X1, X2, ... representa entonces la 

evolución de la población a medida que van suce-
diéndose las generaciones. Este proceso puede ser 
estudiado utilizando las funciones generatrices de 
probabilidades. Como las ( )

1
k

nZ +  son supuestas in-
dependientes e idénticamente distribuidas, las res-
pectivas funciones generatrices serán las mismas y 
se representarán por ( )ZG s .

Y como ( )
1 11

Xn k
n nk

X Z+ +=
=∑  su FGP está dada por:

	 ( ) ( )
1 1

0
n

k
X n

k
G s s P X k

+

∞

+
=

= =∑  	 (12)

En la generación de partida, esto es n = 0, y como, 
P(X0=1)=1 y P(X0=k)=0 para 1k ≠  se obtiene, 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 1
0 0 02

0 1 k
X k

G s s P X s P X s P X k s∞

=
= = + = + = =∑

Además, ( ) ( )
1X ZG s G s= .

En lo que sigue la notación será, 
11 2 ...

nn XX Z Z Z
−

= + + +  donde kZ  representa la 
cantidad de descendientes que tiene k−ésimo indi-
viduo de la generación (n-1).

Xn es suma de un número aleatorio de variables 
aleatorias independientes idénticamente distribui-
das.

En los cálculos a realizar se utilizará el hecho 
que:

( ) ( )1n nG s G G s−=    , n = 2, 3, ...
De la relación se deduce que, 
( ) ( )( ) ( )( )( )2 1

1

... ...n n

n

G s G G G s G G G s−

−

  = = = =   
  

( )( )( )... .
n

G G G s 
 



Esta expresión indica que la función generatriz 
de probabilidades es la composición con la fun-
ción generatriz de la generación anterior, y así su-
cesivamente hasta la generación inicial.

1.	 Valor esperado de Xn

	 ( ) n
nE X µ=  	 (13)

Cuando n tiende a infinito, el valor espera-
do tiende a 0 cuando <1µ ; por otro lado, si 

>1µ  el valor esperado crece hacia infinito; y 
finalmente si =1µ , el valor esperado se man-
tiene constante igual a 1. A este último valor 
se denomina valor crítico.

2.	 Varianza de Xn
La varianza del tamaño de una generación 
dada, por ejemplo n.
Cuando =1µ , designando ( )2 V Zσ =

	 ( ) 2
nV X nσ=  	 (14)

Cuando 1µ ≠

	 ( ) 2 1 1
1

n
n

nV X µσ µ
µ

− −
=

−
 	 (15)

3.3. Probabilidad de extinción
La determinación utiliza procedimientos de 

condicionamiento, además de los conceptos y pro-
piedades de la función generatriz de probabilida-
des. La solución depende del conocimiento de la 
distribución común de las ( )k

nZ .
Formalmente se busca encontrar, para algún 

n∈Ν , { } { }1
: 0 0n nn

P n X P Xρ
∞

=
 = ∃ = = = 

.

Teorema 3.1. Sea GZ la común función generatriz 
de probabilidades de las ( )k

nZ .
Entonces, ρ  satisface la ecuación, ( )ZGρ ρ=  

Es decir, ρ  es un punto fijo de la función genera-
triz de probabilidades G.

Como para cualquier variable aleatoria X,  
( ) ( )0
1 1 1k

X k
G P X k∞

=
= = =∑ , entonces el valor 1 

siempre es un punto fijo.
El problema consiste en determinar si 1 es o 

no la solución que interesa. La respuesta a esta 
cuestión la proporciona el teorema siguiente, que 
brinda las condiciones para determinar si 1ρ =  es 
la solución buscada o no.

Teorema 3.2. Dado ( )( )0 >0k
nP Z =  Se tienen 

las siguientes posibilidades,
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1.	 Si ( ) 1k
nE Z  ≤   entonces, =1ρ .

2.	 Si ( ) >1k
nE Z 

   entonces, ( )0,1ρ ∈ ; además 
>0ρ .

UN EJEMPLO EN LA POBLACIÓN 
AMERICANA

Estudios realizados sobre la población ameri-
cana han demostrado que es posible suponer que 
la probabilidad ( )P n  de que una familia tenga 
exactamente n  hijos está dada por,

( ) ( ) ( )2 30 1 ...nP n p P p p pα α= = − + + +  (16)

donde α  y p  son reales positivos, 0,1, 2,n =   
y además <1p , 1 1 pα+ ≤ .
Notar que la condición 1 1 pα+ ≤  se cumple 
pues,

( ) ( )0 1 2 3 ... 0P p p pα= − + + + ≥

por la definición de probabilidad, y porque >0α  y 
>0p , y que también implican ( )>0P n .

Además la serie debe ser convergente, caso con-
trario ( )0 <0P  a partir de algún valor 0n , para 
lo cual es necesario que se cumpla 1p ≤ ; pero 
como >0p , resulta 0< <1p  y la suma de la serie 
está dada por ( )1 1 p−
Se tiene entonces,

( ) ( )2 3 10 1 1 ... 1 0
1

P p p p p p
p

α α
 

= − + + + + = − ≥ − 

de la desigualdad derecha se obtiene,
11 0

1
p

p
α

 
− ≥ − 

1 p pα− ≥

1 p
p

α−
≥

por tanto queda establecida la desigualdad busca-
da,

11
p

α+ ≤

Ahora bien, para 1k ≥ , siendo iguales las pro-

babilidades de tener varones y nenas, ¿cuál es la 
probabilidad de que una familia dada tenga exac-
tamente k hijos de sexo masculino?

Sea Y el número total de hijos que tiene una 
familia cualquiera, y sea X el número total de hijos 
varones.

La probabilidad de que una familia tenga exac-
tamente k hijos varones se expresa,

( ) { } { }
n k

P X k P X k Y n
∞

=

 
= = = = 

 
 

( ) ( ),
n k

P X k P X k Y n
∞

=

= = = =∑

( ) ( ) ( )Y n
n k

P X k P X k P Y n
∞

=
=

= = = =∑

como la distribución de X condicional a Y=n es 
una distribución binomial con parámetros (1/2; n), 
y se tiene que:

( ) ( ) 1,
2

n
n

n k
P X k C n k pα

∞

=

 = =  
 

∑

donde ( ) ( ), n
kC n k =  es el número de formas que 

pueden resultar k varones en una familia con n hi-
jos.

Se tienen entonces que,

( ) ( )
!

! ! 2

n

n k

n pP X k
k n k

α
∞

=

 = =  −  
∑

Notar que para 0 <x <1,

( ) 1

0
1 .n

n
x x

∞
−

=

= −∑

Derivando sucesivamente hasta el k−ésimo orden 
se tiene,

( ) 21

1
1n

n
nx x

∞
−−

=

= −∑

( ) ( ) 32

2
1 2 1n

n
n n x x

∞
−−

=

− = −∑

( )( ) ( ) 43

3
1 2 2 3 1n

n
n n n x x

∞
−−

=

− − = ⋅ −∑

y así sucesivamente hasta la k−ésima derivada,
( ) ( ) ( ) ( )11 ! 1 kn k

n k
n n n k n x k x

∞
− +−

=

− − + = −∑ 

equivalentemente

( ) ( )( )1

! !
! 1

n k
k

n k

n kx
n k x

∞
−

+
=

=
− −

∑
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haciendo x=p/2

( ) ( )( )1

2

! !
! 2 1

n k

kpn k

n p k
n k

−∞

+
=

  = −   −
∑

( ) ( )( )12
2

! !
2 ! 2

k n

kpn k

p n p k
n k

− ∞

+−=

    =   −   
∑

( ) ( )( )1

2 ! 2 2 !
! 2 2

nk k

k k
n k

n p k
p n k p

∞

+
=

⋅  = −   −
∑

dividiendo por 2kk! y multiplicando por kpα

( ) ( )( )1

! 2
! ! 2 2

n k

k
n k

n p p
k n k p

αα
∞

+
=

  = −   −
∑

se obtiene entonces la expresión buscada para 
la probabilidad, esto es,

	 ( )
( )( )1

2
2

k

k

pp X k
p
α

+
= =

−
 	 (17)

A continuación interesa saber cual es el núme-
ro esperado de hijos del sexo masculino que ten-
dría una familia; suponiendo que los hijos llevan 
el apellido del padre.

Se define X como el número de hijos varones. 
Se busca E(X).

Por definición de valor esperado se tiene que 
( ) ( )0k

E X kP X k∞

=
= =∑ .

Ya se ha encontrado la expresión para la proba-
bilidad de tener exactamente 1k ≥  hijos varones, 
es necesario determinar P(X=0).

( )
( )( )1

1

20 1
2

k

k
k

pp X
p
α∞

+
−

= = −
−

∑

( )
1

20 1
2 2

k

k

pP X
p p

α ∞

=

 
= = −  − − 

∑
como ( )2 <1 <1p p p− ⇒  resulta,

( ) 2

2

20 1
2 1

p
p
p

p

P X
p

α −

−

 
= = −  − − 

entonces,

( ) 2
2

2

20 1
2

p
p

p p
p

P X
p

α −
− −
−

 
= = −  − 

( ) ( )
20 1

2 2 1
pP X

p p
α 

= = −  − − 

( ) ( )( )
0 1

2 1
pP X

p p
α 

= = −   − − 

a continuación es posible determinar el valor es-
perado buscado,

( ) ( )
0k

E X kP X k
∞

=

= =∑

( )
( ) 1

1

2
2

k

k
k

pE X k
p

α∞

+
=

=
−

∑

( )
( )

1

2
1

2
22

k

k

p pE X k
pp

α
−∞

=

 
=  −−  

∑

usando el hecho que

( )
1

2
0 1

1 1
1 1

k k

k k
x kx

x x

∞ ∞
−

= =

′ ′    = ⇒ =    −  −   
∑ ∑

se obtiene,

( )
( ) ( )2 2

2

2 1
2 1 p

p

pE X
p

α

−

=
− −

luego de simplificar términos queda,

( )
( )2 .

2 1
pE X
p

α
=

−

Se estudia a continuación las probabilidades de 
extinción de la población cuya evolución es des-
crita por la condiciones probabilísticas enunciadas 
al inicio de esta sección.

1.	 Caso <1 2p
Como se ha visto previamente, si ( ) 1E X ≤  

entonces la probabilidad de extinción es segura. 
Esto es, 1ρ = ; por otra parte, si ( )>1E X  entonces 
la probabibilidad de extinción ( )0,1ρ ∈ .

En efecto,
11 1 1 1 pp p

p
α α −

+ ≤ ⇒ ≤ − =

entonces,

( ) ( )2 2
1

2 1 2 1
p p p

pp p
α  −

≤  
− − 

( ) ( )2
1 1< 2 1

2 1 22 1
p

pp
α

≤ =
−−

pues ( )<1 2 > 1 2 1 >1 2 2>1 1 .p p p p⇒ − − ⇒ − ⇒ −

En consecuencia, bajo estas condiciones, como 
la probabilidad de extinción es 1, el apellido es 

Giménez Sena & Bordina i Simorra, pp. 12-23



21Rep. cient. FACEN Vol. 2, Nº 1 (2011)

seguro que se extinguirá.

2.	 Caso >1 2p
Se sabe que si ( )>1E X  entonces ( )0,1ρ ∈

, donde ρ  es la probabilidad de extinción; es al 
mismo tiempo, un punto fijo de la función gene-
ratriz.

La función generatriz de probabilidades se de-
nota por G, esto es

( ) ( )XG s E s=

( ) ( )
1

0 k

k
P X s P X k

∞

=

= + =∑

( )( ) ( )( )1
1

21
2 1 2

k
k

k
k

p ps
p p p
α α∞

+
=

= − +
− − −

∑

( )( ) ( ) 1
1

2 1 2 2

k

k

p p sp
p p p p
α α ∞

=

 
= − +  − − − − 

∑

donde la serie geométrica es convergente para 
2 <1sp

p− , por lo que se escribe,

( ) ( )( )
2

2

21
2 1 2 1

sp
p
sp

p

pG s
p p p
α α −

−

 
= − +  − − − − 

( )( ) ( )( )
21

2 1 2 2
p sp

p p p p sp
α α

= − +
− − − − −

Recordar que se debe encontrar s tal que s = G(s), 
se tiene que,

( ) ( )( ) ( )( )
21

2 1 2 2
p spG s

p p p p sp
α α

= − +
− − − − −

  (18)

pero

	 ( )( )
1

2 1
pc

p p
α

= −
− −  	 (19)

no depende de s, por lo que es considerado como 
una constante.

Por lo visto previamente, 1 es un punto fijo de 
la FGP; y además, ρ  es el otro punto fijo de in-
terés. En tal caso, se verifica que debe satisfacer, 
( )( )1 0s s ρ− − = , esto es una ecuación de segundo 
grado en s.

( )2 1 0s sρ ρ− + + =  	 (20)
De la ecuación (18) se obtiene,

( )( )
2

2 2
sps c

p p sp
α

− =
− − −

( )( )( )2 2 2s c p p sp spα− − − − =

A continuación, es necesario dividir la expre-
sión obtenida por (‒p) de manera a conseguir una 
ecuación conveniente.

La ecuación resultantes es,

( )( ) 22 1 2s c p s s
p

α
 

− − − + = − 
 

 (21)

( )( ) 22 1 2s c p s s
p

α
  

− − − + = −  
  

( ) ( ) ( )22 1 2 2s c p p s s
p

α
  

− − − + − = −  
  

( ) ( ) 222 1 2p s p s
p

  
− − + − −  

  

( ) ( )22 1 2 2 .c p c p s s
p

α
  

− − + − = −  
  

Reordenando convenientemente,

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 1 2 2 1 2 .p s p c p s c p s
p p

α
    

− + − − − − − − − = −    
    

Para comparar ésta ecuación con la ecuación 
(20) es necesario dividirla por (2‒p) obteniéndose,

2 2 2 21 1
2

ss c s c
p p p

α    
+ − − − − = −     −    

 	
(22)

Usando la ecuación 22 y la expresión para c de 
la expresión 20 se obtiene,

( )( )
( )( )

( )( )
2 12 21 1 1 .

2 1 2 1
p p pp

p p p p p p
ααρ

− − −       = − − = −     − − − −    

Luego de simplificar (2‒p), finalmente se ob-
tiene la expresión para el otro punto fijo de la fun-
ción generatriz de probabilidades, esto es,

( )( )
( )

2 1
1

p p p
p p

α
ρ

− − −  =
−

 	 (23)

Este resultado y tomando en consideración las 
consecuencias del teorema (3.2) proporciona la 
probabilidad de que un apellido se extinga en ésta 
población.
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CONCLUSIÓN
La teoría de los procesos de ramificación se 

apoya firmemente en el concepto de función ge-
neratriz de probabilidades. Estas funciones tienen 
la ventaja de facilitar el cálculo de los valores 
esperados, así como la determinación de las pro-
babilidades de que la variable aleatoria asociada 
tome un valor específico. Otra cualidad de estas 
funciones es que permiten mayor facilidad en la 
determinación de las correspondientes funciones 
de probabilidad; además de proporcionar herra-
mientas que reducen el esfuerzo de operar con su-
mas de variables aleatorias y permiten el cálculo 
de cualquiera de las probabilidades a partir de la 
función generatriz.

Los cálculos recurren en general a tres proce-
dimientos estándar; (1) Hacer uso del hecho que 
la función de probabilidad suma 1 para buscar 
una expresión adecuada. (2) Utilizar el teorema de 
partición para hallar el valor esperado. (3) Usar la 
suma de una sucesión de variables aleatorias inde-
pendientes más simples.

El proceso básico de ramificación, considerado 
en este trabajo, es un ejemplo de procesos en espa-
cio y tiempo discreto. La discretización del tiempo 
es justificada al unir el paso del tiempo con la apa-
rición de sucesivas generaciones de la población. 
Notar que muchas especies tienen tiempos de apa-
reamiento regulares y en consecuencia se produ-
ce una nueva generación en momentos regulares 
aproximadamente discretos en el tiempo. En cada 
etapa, cada individuo tiene cierta probabilidad de 
contribuir con un número de descendientes, k, a la 
siguiente generación. Por tanto, la no existencia 
de descendientes puede interpretarse como que el 
individuo fallece antes del inicio de la nueva gene-
ración; k = 1 indica que el individuo sobrevive a la 
aparición de la nueva generación pero no tuvo des-
cendientes; en general k > 1 implica que el indi-
viduo sobrevive y tiene varios descendientes que 
viven en la siguiente generación. Un individuo 
que sobrevive a la siguiente generación aún puede 
tener descendencia en la generación que vive.

En los procesos de ramificación es crucial 
determinar la distribución del tamaño total de 

la población luego de transcurrir un número fijo 
de generaciones; aunque es posible determinar 
la evolución y la probabilidad de extinción de la 
población sin tener conocimiento explícito de tal 
distribución, bastando solo el conocimiento de los 
valores medios y la varianza del número total de 
individuos en una generación dada y determinan-
do el valor del punto fijo de la función generatriz 
de probabilidades que corresponde a la variable 
aleatoria estudiada.

El proceso de ramificación es un caso especial 
de las cadenas de Markov pues el modelo supone 
que los individuos en cualquier generación tiene 
descendientes independientemente de lo que ocu-
rrió en la pasada generación.

El problema de la población americana es cier-
tamente un modelo sencillo en el que las proba-
bilidades de descendencia son iguales para cada 
individuo en cada generación. Una suposición adi-
cional es que los tiempos entre generaciones es fijo 
y que todos los individuos de una generación dada 
se reproduce de manera independiente. Esto es, 
se está considerando una población homogénea, 
donde cada miembro tiene la misma probabilidad 
de fertilidad y sobrevivencia; ésta suposición es 
desde luego discutible en una población real pues 
es posible que existan numerosos factores que ge-
neren una población no homogénea.

Tal como se ha resuelto el ejemplo de la pobla-
ción americana, se evidencia que no ha sido nece-
sario determinar cual es la forma específica de la 
distribución del tamaño de la población, simple-
mente ha bastado con encontrar los puntos fijos de 
la función generatriz de probabilidad para conocer 
la probabilidad de extinción de la misma.

Notar que una vez conocidos los valores nu-
méricos de la media y la varianza del número de 
descendientes que cada individuo de la población 
en una generación dada, si la media es mayor que 
uno, tanto la media como la varianza del tamaño 
poblacional tienden al infinito cuando crece el nú-
mero de generaciones; además la probabilidad de 
extinción está entre 0 y 1. Si por otra parte, el pro-
medio de descendientes por individuo es menor 
que 1, la probabilidad de extinción es 1, esto es, la 
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población ciertamente desaparecerá.
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